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Colloguium
THORIG DR PARTITI S,
o.l.v.

Prof.Dr,S.C.van Veen.
1e¢ Voordracht, Woensdag 24 Feb. 1954,
ltathematisch Centrum.

§ 1. Algemeen probleem.

A is de verzameling a1,a2,a3,og‘c‘ van gehele positieve getallen.
n 1s een gegeven positiel geheel getal.
Het aantal oplossingen r(n) van:
n = a. + a. + a. Tl e Jhoas
i

(s vast of onbeperkt, a al of niet verschillend)

m

igs het aantel ,artities van n in elementen van A,
Gtevraagd wordt r(n) bij gegeven n en A,

§{ 2. Sueciaal probleem,

1] nemen het s: ciale geval, dat
L is het stele:l natuurlijke getallen 1,2,3,.....
S onbeverkt,

Dit is het probleem der "ombeperkte partities®.
Voorbeeld: de jariities ven 5 zijn:

5, 44T, 3+2, 3+1+1, 2+2+7, 2+71+1+1, T+1+1+7147,
Vij zullen het aantal onbeperkte partities wvan n door p(n) voorstell~n,

bus p(5) = 7.

Grafische voorstelling:

. © © © © ©

= voorstelling van de partitie
. 7T+ 4 + 3 + 3 + 1 van 18
in kolommen gelezen : - 5+ 4 + 4+ 2+ 1T+ 1 +1
tulke partities heten toegevoegd.
liieruit volgt
otelling 1,  Aantal partities van n in m delen = aantal partities van
n in delen , Waérvan het grootste = m,

§ 3. De voortbrengende functie voor p(n) (iuler).

YVanneer -

F(x) = 7 f(n) x"



D
dan heet F(x) de voortbrengende functie van f(n).
~uler heeft gevonden, dat de voortbrengende functie van p(n) is

Flx) = e =1+ /7 p(n)x" (1)
(1-x) (1-x) (1-x) . ..
omdat  (1-x)"1 = 1 + x4 x' 1 4 gIH14] B
(1"')(2)*1':: 1« Xg + }{2+2 + x2+2+‘? .
(1-x)7 Mo 1 4 23 4 2393 4 (39343

41 vermenigvuldiging ven deze reeksen ontstaat iedere artitie van n

-
&

‘1s de ex.onent ven x' y ¢n dledere _artitie <treedt precies 1 maal op,

Voor de pertities gelden ital van eigenscha nen, die mei meerdere of nin-
re woelve door elementaire algebraische beschouwingen uit de voort-
cengende ontwikkeling (1) kunnen worden afgeleid.(zie Hardy & Vright
roduction to tiie theor:; of numbers.Cha,.,4ln.)
ven de belangrijlkste is:

n
o ) too x(3n+1) " -
TYl““‘ = }] (1-xk) = 2 (1)1 x© = 1~x»x¢+x5+x7~x1‘. {2).

a K1 Nz.oo

czze betrekking(door suler zevonden), wearv-n hieronder een zeer elemen-

recursiet te beyalen als volgt:

©0 . o0 +00 n 3 +1) oo
[TG-x {14 7 o) ) 7 (nn 2 Z_ olm) X =1

k=t
vearuiv volgt:
(n) = pn=-1) - p(n-2) + p(n-5) +.... + (»T)k ?{n~ ;(3k~1)} +

#D ofne B3e] el = 0

oo Lahon bepaalde hiernede ;(n) tot en met n-200
(200) = 3972099029308,

4. ulementair bewijs von (2). (rranklin, €,7,92(1331), p.443-450)

.. e e n
ve coefficidnt van x

inm
[T(1-x%)

ket

pAC I (3)

vaarin de sommatie wordt uityesirekt over alle .arti ies van n in

i3 gulijk aan

orjelijke elementen, cn » is het aanial elementen van zulk een jartitir
De som (3) is gelijk can

L(n) - U(n) (4)
vaarin  L(n) = hel aantal partities van n in een even aantal ongelijke

elementin,
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U(n) = het aantal partities van n in een oneven aantal ongelijke

elementen.

vaak .een grafiek G van een partitie van n in een aantal ongeljijke elemen-
ten afnemend van grootte.

° ¢ ¢ * “ @ e C . L4 3 L ¢ [ 4 C B
© 3 G'/D ® [ . . /¥/A
. - v 1 . ¢ « :;..: .
k*-p-’é
A G H,

De onderste 1lijn AB, die desnoods uit één punt kan bestaan , heet de
basis g van de grafiek.

Uit C,de noordoosthoek, lrekken wij de zolang mogelijke rechte in gzuid-
westelijke richting.Deze beviet ook minstens 1 punt. \
Deze lijn CDE. zullen wij de helling o van de grafiek noemen.
Vianneer het aantal punten op de helling z is dan dat op de basis,
dan zeggen wij o2 8.
¥.1J zullen deze 3 gevallen afzonderlijk beschouwen:

(a) B<G.
Verplaats 2 naar een positie evenwijdig buiten o, als is aangegeven in
Cdiguur Ho D1t geeft een nieuwe partitie in ongelijke afnemende elementen,
let aantal van deze elementen is van tegengestelde pariteit als in G.

e e M

eze operatie heet de operatie 0. De omgekeerde bewerking heet (.
) is nietf mogelijk als p<oc.
(b) B= G

O is mogelijk (zie grafiek I) behalve als B en o elkaar ontmoeten
(zoals in J)

L N
. 7

I J

H
T
1

1 is in beide gevallen onmogelijk.
(C) B/ >0,
De transformatie O is steeds onmogelijk.
O is mogelijk(zie K) , behalve als B en ¢ elkaar ontmoeten en A= 0 +1

(zie L)
° » @ ° / 0} o 1 ° ° °

v L]

[ SUS

B ~~ Wormmm e - = e Y
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Iy het geval I zou er een Larvitie met 2 gelijke elewmenten worden gevorud.
Lindresultaats: Wij vinden een (1,1) correspondentie tussen de partities

met_oneven aantal ongelijke clementen, en die met een even aantal, behal-
ve in de gevallen J sn L.

In het 1e geval J 1is het pgetal n van de gedaante:

Ko+ (k1) +.. ... (2%k=1) :%(3}:-1)°

noait g s B(n) - U(n) = _even
In dit geval is (n) U(n) £ 1 als k = Z.ow o
In het 2e gevel I is n van de gedaante

(6+1) +(k#2) 4. (2%) = $(3%k+1).
- o . N _ 1. . - €ven
1 ook hier is  k(n) - U(n) = + 1 als k = "2

Sua algemeens

Coeff. van x= in f7(1uxk) > (-1)° (»=aantal delen)

1l

1
)

tin) - U(n)
n= %(3ki1). Dan is L(n) - Uln)

0, behalve als
(-1)%.

i

Dit is het theorema van isuler.(2)

§ 5. De rarey-recks.

Under de Farey-reeks Fn van de orde n verstaat men de opklimmende
ceks van onvereenvoudigbare breuken tussen O en 1, waarvan de noemers

= n zijn.(de grenzen O en 1 ingesloten).

h . -
Dus T behoort tot Fn als

Oshsk=n, (hk)=1,

De grenzen van 0 en 1 zijn hierbi] ingesloten in de vorm % en % .
B.v - o 1 11z 13 2 3 4 ]
e Ve T B S R/ R S S A~ S5 S e W A N S

Tie karakteristieke eigenschappen van lFerey-reeks worden uitgedrukt door:

1
Stelling T. Als % en %, twee opeenvolgende termen van Fn zijn,

dan is kh'-hk'!' = 1,

1t |
Stelling II. Wanneer %~, %w en %w drie opeenvolgende termen van F_
zijn,dan 1is
h"  _ h+h!
" = m' .
Definitie: Men noemt
!
E 1 ,12, (of de vereenvoudigde breuk hiervan)
de mediant tussen
h h'
'E en I{—' -

is hk' < h'k
dus (h+h')k' < h'(k+k') of

Wegens

=i
A
A

h+h'! h'
Kkt S OB



h+h! h
en (h+h')k > h(k+k') of TR Y T
h h'
De mediant is dus gelegen in het interval (E s E’)‘

Alvorens tot het bewijs van de stellingen I en II over te gaesn (zie §9),
zullen we eerst een paar eenvoudige eigenschappen der Farey-reeks bewljzen,
en daarna eerst laten zien, dat stelling I en II equivalent zljn,
Stelling III. Als g en %{ twee opeenvolgende termen van Fn zijn,

dan is

kK + k' » n.
Bewljs. De mediant Eiﬁ'
- ’ k+k'

Als k+k' £ n 1s, hehoort de medlant ook tbt de Farey-reeks Fn’ in strijid

h h'
is gelegen tussen T " oo

1
met de aanname dat %- en g, twee opeenvolgende termen zljn.

Stelling IV. Voor n > 1 hebben geen tweetal opeenvolgende termen van

Pt

Fo dezelfde noemer,

h h'
Pewljs. Als %k > 1 1is, en T "% twee opeenvolgende breuken van
Fn met dezelfde noemer k zouden zijn, dan 1is h+1 s h' < k.

Masr dan is:

h h _ h#1 _ b
k< k1 T = %
h ; h h'
zodat ook (of haar vereenvoudiging) in het interval ( il E') zZou

zijn gelegen, 1n strijd met de aanname.

; 6. Bewijs van de equivalentie van I en II.

a} I — II
Als I waar is , dan volgt door oplessing van belde vergeli jkingen
kh" - hr" = 1
k”h’ - h”k‘-‘—" 1
naar de onbekenden h" en k', ‘at

I ; _ T -
pi(ihiHet) = b= he e B han .
k"(kh!-hk') = k" = »w.k' S5 Ty - WeL.DeW

b) II — I

Wanneer wij aanncmen drt II algemeen geldt, en dat I geldt voor Fn~
den zullen wij hieruit bewijzen, dat I geldt voor Fn.
et is daartoe voldoende te bewljzen, dat:

kh" - hk" = 1 en k"ht - h'"k' =1

t‘ &

1
als %n behoort tot Fn maar niet tot Fn»ﬂ , zodat k"=n,
h

1
Dan 7ijn k en k' « k", en F en %, zi jn opeenvolgende termen van an

Volgens veroconacvstetiling is

1 1
E%E, = %w s, waarin de lastste breuk onvereenvoudigbaar is.

r‘



Dus: h+h' = xh" ,  k+k!' = A k" ( » geheel),
k en k! < ¥" , dus A =1
of: h" = h + h! ;5 k" =k + k!

kh" - hk" = kh' -hk' = 1 , en analoog k"h' - h"k' = 1 w.t.b.w.

§ 7. Meetkundige beschouwingen.

Veronderstel in het platte vlak 2 punten P en Q, die niet met de oor-
sprong collinealir zijn gelegen. Voltool het parallelogram OPRQ.
verleng de zljden hiervan onbepaald en trek de twee stelsels equidistante
rechten // OP en 0Q, waarvan OP,QR en 0Q,PR opeenvolgende paren zijn.
Het platte vlak wordt daardoor verdeeld in een oneindlg aantal geli jke
parallelograms.
De constante figuur heet een rooster,.
WiJ noemen dit rooster een rooster met de basis 0OP,0Q.
Twee roostersmet verschillende basis kunnen dezelfde roosterpunten bepalen.
In ons geval bevatten de roosters 0P,0Q en OP,0R dezelfde roosterpunten.
Twee roosters, die dezelfde roosterpunten bepalen, heten equivalent.

Een speciaal rocstcr van biljzonder belang is het rooster gevormd door
parallellen met de X en Y-as op de eenheid van afstand.(rechthoekig assen-
stelsel). De roosterpunten zijn hier de punten, waarvan beide coBrdinaten
geheel zijn. WiJj zullen dit rooster het grondrooster L noemen.

§ 8. Eenvoudige eigenschappen van het grondrooster.
Beschouw de transformatie

| A
x! = ax + by (a,b,c,d geheel),

y' = cx + dy

Teder punt (x,y) wordt getransformeerd in een ander punt (x',y!').
Door oplossing vindt men:

* ad-bc ? J ad-bc °
Wanneer de transformatiedeterminant A = ad-bc gelijk is aan + 1, dan

levert leder paar gehele getallen (x',y') een paar gehele getallen (x,y),
terwijl vanzelfsprekend (x',y') een geheel paar is bij gehele (x,y).
Teder roosterpunt (x',v') correspondeert met een roosterpunt (x,y) en
omgekeerd. Het roc.:terpuntsysteem van het grondrooster L wordt in zich-
zelf getransformeerd.Omgekeerd, wanneer het stelsel van grondrooster-
punten in zichzelf wordt getransformeerd, moet ieder geheel paar (x',y')
een geheel paar (x,y) leveren. Neem nu speciaal de paren:(x',y') =(1,0)
en (x',y') = (0,1).

Bij (1,0) hoort x

Bij (0,1) hoort =x=

1l

i bl

v =-—%} 2a/d, a/v, a/c, &/a
a e
y= == dus
’ A 2%/ ad-be AZ/A , A =+ 0
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Hiermede is bewezen:
vtelling V. Noodzakelijke en voldoende voorwaarde voor transformatie van
het grondrooster :n zichzelf is

A::j‘-1
~ulk een transformatie
X' = ax + by
met A=+ 1 (a,b,c,é geheel)
y' = cx + dy
heet unimodulair.
Stel P = (a,c),Q = (b,d)

Oppervlakte parallelogram op OP en 0Q is ¢ = + (ad-bc) = | ad-be)
(het teken wordt zo gekozen, dat & positief is).

OF en 03 bepalen een nieuw rooster , waarvan de roosterpunten(x',y')
Lepaald zijn door

it

x\
X en y 2ijn willekeurige gehele ge-

ax + by }
tallet.

W

y'! ex + dy
Volgens stelling V 1is noodzakelijk en voldoende voor het samenvallen
van dit rooster met het basis-rcoster L, dat § = 1, dus

otelling VIs Noodzakeli®'o en voldoende voorwaarde voor de equivalentie
van het rooster, opgebouwd door OP en 0Q, en het basisrcoster L is, dat
ae oppervlakte van het parallelogram op OP en 0Q = 1.

e

=

)efinitie: FEen punt P voor L heet zichtbaar (vanuit de oorsprong) als

er seen enkel roosterpunt van L op de rechte 0P tussen 0 en P is gelegen.
Noodzakelijk en voldoende voor de zichtbaarheid van (x,y) is % is on-
vereenvoudigbaar , of (x,y) = 1.
Stelling VII. Aangenomen: P en Q zijn zichtbare punten van L.

§ = opr-rvlarte van het parallelogram J op OP en 0Q.
Tan gelden de volgende eilyenschappen:

a) Als &6 =1 — geen roosterpunt binnen J.

b) Als é§>1 — ten minste één roosterpunt binnen J.
Jauwkeuriger: dit punt is éf het snijpunt der diagonalen, &f er zijn
wwee van zulke punten; één in ieder der beide driehoeken, waarin J is
vercdeeld door de diagonaal PQ.

Iewljs: Tr is zeen punt van L binnen J als, en alleen als het rooster '
op OP en 0. eguivalent is met L, d.i. als en alleen als & =1.

Als d>1, dan is er tenminste 1 roosterpunt S binnen dit parallelogram.
Als R het 4e hoekpunt van het parallelogram op OP en 0Q is, en DT # Co
maar tegengesteld gericht, dan is ook T een punt van L, zodat er minstens
2 punten van L binnen J liggen, behalve wanneer T en 5 samenvallen

(in het snijpunt der diagonalen).



§ 9. Bewijs van de hoofdstellingen I en IT.

De breuken % met O=<h =k =n, (h,k)
z1jn de breuken van de Farev-reeks Fn. 7Zij corresponderen met de zichthare
punten (k,h) van L, binnen, of op de :rens van de driehoek, begrensd door
y=0,y =%, x=n.
Een voerstraal uit O zal bij de draaiing om O tegen de wijzers van een klc-
ultgaande van de +x-as achtereenvolgens ieder beeldpunt (k,h) van een
Farey-breuk bereiken.
Als P en P' de punten (k,h) en(k',h') zijn, welke de beeldpunten zijn van
..een beeldpunt

v inen driehoek OPP' op de rechte PP'. Dus volgens stelling VII is
kh' - hk' = 1, w.t.b.w,

oneenvolgende TFarey-breuken van de orde n, dan is er

$ 10. De Farey-verdeling van het continuum.

Het is dikwijls gemakkelijk om de reéle getallen op de omtrek wvan
cen cirkel af te beelden, in plaats van on een rechte lijn, zoals gevoon—
1ijk.
Heem de omtrek van cirkel C = eenheid, en een willekeurig punt C = 0 =
et beeldpunt van het getal o. Het getal x wordt voorgesteld door PX,
waarvoor de afstand tot 0, gemeten langs de cirkeloutrek tegengesteld asn
te draaiing van de wijzers van een klok = X.
Alle gehele getallen worden in O afgebeeld. Alle getallen welke een gehecl
setal verschillen, worden in hetzelfde punt afgebeeld.

Vorm nu de Farev-reeks van c¢e n€® orde Fn en vorm de medianten

h+h'
A P
van de opeenvolgende paren % en %, . De eerste en laatste medianten
; Ox1 _ 1 n=l+l o on Led edi o i
ijn el B v Rl Nu wordt iedere uediant p afgebeeld in

et »unt 3@ ; waardoor de cirkel wordt verdeeld in een aantal bogen, diw

l'arey-bogen worden genoemd, ieder begrensd door twee punten P en iede.:

/,L 9

bevattende één enkel Farey—punt, de afbeelding van een term van Fno

40 1is (H%T 5 5%3) een larey-boog, die het enkele TFarey-punt 0 bevat.

et aggregaat van alle Tarey-bogen levert de Farey-verdeling wvan de ci:

h
kel. Neem n > 1. Ph is een Parey-punt. g} en E% zijn de termen van Fn’ VOO~
k
afgaande aan en volgende op %, De Farey-boog om Ph is dan samengesteld uit
k
twee delen met de lengte
p o Bty 1 oo,y 1

— -

kK~ k¥, S k(kHk,) O kR, kK T EK(kTRg)



Nu is k+k, < 2n (k # ks st. IV); k+k, > n (st. III) dus

1 1
Stelling VIII: In de Farey-verdeling van de orde n (n > 1) is de lengte
van elk boogdeel, welke het beeld van % bevat, gelegen tussen ET@%:TT en
T -
Het belang van de Farey-verdeling schullt in de tot op zekere hoogte
uniformiteit {grenzen onafhankelijk van Q), zoals wij later zullen zien.
Wij geven tot slot het bewijs van een eenvoudige ongelljkheid van

Dirichlet, over de benadering van willekeurige regle getallen door mid-

del van rationele getallen:
Stelling IX: g 1s een willekeurig regel getal, n 1s een positief geheel

getal. Dan is er steeds een onvereenvoudigbare breuk % met

n h 1
0 <k = n; lé"glém-

Bewljs: Zonder beperking O < § < 1. £ valt in een interval, begrensd

{ Yavs o -
door twee opeenvolgende Fn~breuken, b.v. % en %T, dus in eén van de beilde
intervallen

h h+h! h+h' h! X . .
(o ) s 7). Dus volgens stelling VIII voldoct
~ A i
of % of %T aan de vrasg.

‘ 1
% voldoet, als g valt in het e interval, %T als g valt in het

2e interval.
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Colloquium
THEQRIE DER PARTITIES.
Oelev,
Prof.Dr S.C.van Veen.
2e Voordracht, Woensdag 31 Maart 1954.
Mathematisch Centrum.

§11. De_methode van Hardy-Ramanujan-Rademacher ter bepaling van p(n).

N M i ot St o S S B A 08 it bt R ettt it Tk 0 0 1 e s et it 1us Bt s e et ot 2ttt it Y 2t ) VD St e . i Wt bt Wt St St St e e et et

Uit de voorstelling door middel van de voortbrengende functie:

f(x) = é; p{n)x" (p(0)=1)
- j? (1~Xm)—1
volgt:
p(n) = =y J/' ELh S (5)
u
C

waarin C een contour is, die om de oorsprong loopt en verder geen enkcl-
singulariteit van f(u) insluit. Alle singulariteiten wvan f(u) liggen o
de eenheidscirkel.

WIij kiezen voor C een cirkel met straal

2

2
lul = e N (6)

waarin N een nader te bepalen positief geheel getal voorstelt.
71ij verdelen C op de in § 10 aangegeven wijze door een Farey-verdeling

FN. De Farcy~bogen worden door gkhk:aangeduid.
Dan 1s dus: _ 2w
1 flu
") = Z b du o 7)
p(2) (et 271 J/ el (
osh<k =N g”hk

G (st S Sk S St Yo DD sl G Bt W 5 B W Ui S St S b 120 b el T ek S At S Sk WA St PR SO o B 0 B 5D N S B SN B Kl B Sl i g S B A B S Bk I S it M U Bt S B

Om de waarde van de uitkomst (7) te bepalen, maken wij gebruik van een
uitkomst voor de lineaire transformatie van de modulaire functie:

o0

T (1-g°7).

n=1



Wanncoer:
q = e"it (Im v > 0)
. 8T +b
i T +d

q' = e
(a,b,c,d geheel, ad-be = 1 (unincdulair) )

dan volgt op vrij ecnvoudige wijzc ult de theorie der thdta-funoties:
& IT (="M - e (g4)? T {1—(q')2n:}24 (8)
n=t (C‘C+d)1 rad

(nie¢ o.a. Hurwitz-Courant:Funktionenthcorie II,7.§2).
Meem hicrin: ¢ = k,d = ~h ,

~ie¢s h' zo, dat hh'® -1 (nod k)
; o . 1+hh!
.n kies daarna a = h' , b = - T (dus geheel)
dan is voldaan aan de voorwaarde ad-be = 1.
S oY .»
Neem verder: ni(ai&ﬁ) '
q = k (dus © = hi%%) net Re(z) > 0,
Dan is: Come k (9)
' 77 l e——— k" P —
q' = e

Substitutie van (9) in (8) geeft voor Re(z) > O

Lo h+iz 2min .
2mi(=—==) o) £ heiz) 24
Sl R LS
n's 2 orin 1, 24
L R F et )
i {1 - e }
(lZ) & Nzt
omih  2mz ., 24 omi(n=n')  em(e=t - Z),  2min' 2m,y 2%
E Tk BT kz — k X " ¥z %
fie & = ¢ « C fle z"
] o i heht Dpedih !
Duss fle = e Eh,kz“ e fle , (10)

waarin:

L]

£(x) = JT (1 - =77

Nat

S o o D

De moeilijkheid schuilt nu juist in de bepaling van deze 24e machtswor-
tel uit 1. Met dit gccompliceerde problecm hebben zich o.m. Jacobi,
. Dedekind, Hermite, Tannery & Molk, Rademacher beziggehouden (zie litte-
% ratuuropgave aan het slot van deze paragraaf).
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Om deze getallentheorctischebesohoﬁwing niect te onderbrecken, zullen wij
de afleiding van de gewenste uitkomst uitstellen tot aan het slot van
deze behandeling. Daar hopen wij cen nicuwe,naar verhouding zecr ecn-
voudige afleiding te geven net behulp van de residuenrekening.
Oorspronkelijk werd door verschillende auteurs een zecr gecomplicecrdce
uitdrukking wvoor €k gevonden, waarin het symbool van Jacobi wit de
theoric der kwadraatresten een hoofdrol vervulde. Ir werden verschillende
uitkomsten gevonden naar gelang h en/of k oneven is.
Reeds Dcdekind heeft (t.a.p.) cen meer eenvoudige uitkomst gevonden
voor mi(h=h')
e

12k ~
*fn,k T “n,x (11)

dic voor alle gecvallen geldt. Van deze uitkomst wordt door Rademacher
terccht bij voorkeur gebruik gcnaakt, waardoor dezc uwitkomst ten on-
rechte vaak aan Rademacher wordt tocgesehrevene
De bedoclde, later af te leiden uitkomst is:
P o
Cp = © 6h,k = exp {Fl

-

3
v

waarin [x] het grootste gehele getal sx  voorstelt.

De transforuatieformule , waarvan wij zullen gebruik maken, wordt dus:

2rih  2nz . n_(l z) nih' _ 2m
. X K ) 3 TRz T X " kz .
f (e = wpx z%.e f (e ) (13)
Re(z) > 0.

(27 is hoofdwaarde exp % log z,|arg z| < g -)-

Het nut van deze uitkomnst schuilt in het feit, dat er wvoor kan worden
gezorgd, dat |zl zeer klein is, van de orde %'., zodat f%] zeer grood
wordt. lle son van de reeks uit het cerste 1lid wordt dan mct grote beno-

s

12k

dering bepaald uoor L (1 ~2z)
z
“n,k © . (14)

Litteratuur:

CeGoJodJacobi. Crelle's Journal 36, p.97~112. ‘Jerke II, p.21~36.
R.Dedekind. In Riemanns “'erke. Irste Auflage p.438-447

Ch.Herpite. Zie Tannery & Molk. Fonctions elliptiques T.IV.p.282-303.
J.Tannery et Je.liolk. Fonctions elliptiques T.II.p.89-~114. '
H.Rademacher. Journal of the London Math.Soce, 7(1932).1.14~19.

§ 13. Verdere herleiding van de uitdrukking voor pggl.

P B et ot S it S s 9 Dk P St G Bt A Wt T o s S Y s M W S P S it SR Cht B Bl T Stet B WP D Bt B B Bk i

Wij keren terug naar forrmule (7) en stellen hierin:

2mih _ 2nz

u = e k k (15>




net
B= (=} - ig) (16)
N
s e Y i ¢ .b;'*-h M;‘:
Op.de Farey-boog gh'k (tussen de .edianten T €0
is dan: 2wih - gg + 2nig

(in overcensterming met (6))
e hoek ¢ is bepaald door:

! ! +n "
-2m 9}1’k = 217{%%?3% "'%%} = 2m¢g s 2”{%:%7 - %} = +2mr ©

h,k
egens (10 is
1. 1 c o b _hm 1
2RV S K(OW-1) O ShkT kT krkT f OE(WLT) S OKN
(18)
3 A v o _ hthe  h L
analoog : ST < eh,k = T R < o
onafhankelijk van h.
Uit (7),(13),(15),(17) en (18) volgt:
2mn e 1
== _ 2mihn % .__En?”ih ~om(52 - i9) .
p{n) = 2: e ¥ ¢ K J( f (e N ) o~2ming g,
{(n k)=t _e;‘
osh<k N WK
: 2rint 21
2mn o . emin’ .
- 2mrihn i k 2,1 .
W > -—-l%;- J/ ok (e —10) f( k (Eg—lw))
= ¢ et h,k ¢ o' \V( F - (?) € /"
ogh<k EN ~“hk
IS PN ET)
waarin

v(z) = 27 exp { :‘%5%— z)} .

. V4. Benadcring van de integrand.

o it e o it e s i, 900 SR s A o Y D s S ) i 0 SR St s s D

7ij zagen rceds in y12 (slot) dat voor grote waarden van N ( en nict

t¢ grote waarden van k)
enmih! 27T

K (s —ig)
fle Ne w1

In verband hiermede is het voordelig in plaats van (19) te schrijven:

=7 _ 2minh *Onk o
p(n) = ¢! d;;1 “h,x © k J/ 1y(§§ ~kig)e Y g 4

osh<kEN “BL¢



2mih? 2T
&y 2rinh +Oh . N |
+ e N w e K , (& kie)) L (e K (Mﬁ2” i) 1}
— gy i L i
i ok o, AT i
ozh<k 3 T Thk - )
e 2mineg de =
-2-’-’15% _ 2ninh %—% _2minh
- k
-0 th “px © T T ° hZ_&; “hok © I'hx o (20)
A: Schatti J! .
At Schatting van J'y
print'  2m | 7 1 o orih'  2m
emih'_ 2n PR SV P (2zih'_ 2m),
v(2) {f (o ¥ " E)_ 1}~ 12Kz 72 om) e E k2
Kk .
met z = =5 - kKig »
N2
g
dus: 2wih' 2w — —— 2m 1 1
eribh'_ e N 7 = - a L)Re(d)
s‘V(Z){f (o k ~kz) ~1}§]Zz|e 12N 7 pmy e K 2ECE
; (21,
1 1 _Ne
z 1 . . 1 2
k(= -~ i) k(= + @)
N° o Y
dus wegens (18)
-2 -2
1 1 N il 1 1
L Re(d) = U S s N R
ko7z KN4k ¢ 2 KN4 2 k2N 41 2
y & - — 2 - D 2
2% = | Ve oio)}] = {kP(rhee®) ] ¥ < (6P ten 239 & 2% WY (23).
Uit (21),(22),(23) volgts
Pnih' 21 oo
foeedbiyerdntw Uy ____l ‘~7T(m“‘ --’1:"
vz {2l F TE) )] < EwE 2 opm e 20 =B N (200,
Hierin is:
L T s R & 2E
B, = e 924 Z; p(m)e™ ™™ = 2% R 7? (1 - e~ Ty < “x‘mwmii .
m= m= 0
; 1 - ; e-—-ﬂm
A
= 2 7
- 24 ¢ 4 (e =1) < 1,5 (241)
e?T -_2 e

Dus volgens (20), omdat de som der integratieintervallen = 1:

5 2nihn 5 N“z \
2nnN~ - k . gl N~F
e z w e J < B. e
(h, kD=1 h’k hyk 1

ogh<k &N



dus o 2nihn
2N~ - Tk
n) = e w e J +
p( ) (h%ﬂ h,k h,k M
osh<ksN

-2 1
met |p| < B1 ezﬂnN N~= (25).
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§ 15. Omzetting van Jh K in een lus-integraal,
P

Wegens (20) 1is
27mrn 27rn o (

N \/ k(N™c-1
e Jh,k = / (P
e~2 T Ing de (25
Stel  NT2-ip = w
2mn 2mn N ey, ;
2 2 ( — - kw) -2
e N Jh,k = N View e kw ‘e27rn(w-N )idw
N +c.e,,k g ( 1
N +t6m 12k2w 27 (n=- Yw
= V—Q/ . € % dw (27)
LQ" ‘

-
Vﬁl e12k w 27r(n EH)W 1s eenwaardig in het complexe w-vlak, met een
coupure =on 0 naar -oo,.

We beschouwen nu de integraal langs de aangegeven contour (zie figuur),
welke de oorsprong in positieve richting omgeeft. Noem deze lus-integraal

. 1
/m\/; 12k§w 27 (o= gp)w

~ o0

o
~E+i0 N30

EA

A
)

o

[s]

6
N ‘%Jh,k

~00 1

~&.1Q" N2ie"



Kies hierin & willekeurig klein met de voorwaarde:

0 < ¢ < N2 (29)
Wij zien dat
2maNT2 i K2

WiJ zullen hilerin I‘l en I6 exact berekenen voor & — O,

1
- - 771 ‘—""‘2‘ 2 (n-— ?K)u
I,+Ig = / Vidi e ° elEkm du +

+/\/|u| eT 12k e du =

® on (n- ) )t 2 1
- o1 / . PRV 12kt %

£t dt.
3
dus: 0o 1 - —
-2m (n- )t 2 1
: . o4 12%%t . F an o
g__:l;ncl) {I1+I6} = —21/ e e t® dt = -2iH, (31)
(¢}
‘ Re(——=) 1
k 1 2 —-e+1v =2 (n- 3
lIZl s / (€2+V2 4 e12k e 2t |av]|
Re - & 1iv EE 5 = 0 dus
£“+v
2. 2 T " 2 1 vz A1 '
Analoogs: lIl < (52+ e, 5 ) e < (£2+ L )% 1 (32%)
5 n,k’ °n,k e’
2 s 1 2re( )
i | E 2 TTu-1 67 n(n—- =riu
II l < (U.2+ o 2 )4 6121{ h,k e 24 au
3 ¢ h’k
Hierin is —_ Re( Lo—) L - N2 = 4
° 2 u-i ey 2,..2 n 2 2 w 2
k h,k kS (uc+ eh,k) eh’k
dus , I )
|T5] < (e+n—2)(n~4s o 2)% o3 2l
h,k
2 4. 1 T Z}.I 2N~ I, P A % 27N~ 2
< (e+N7) (N 7+ —5 2)“’ e’ e < (e+N7°)2%k" "N~ e”.e
kN
' (33)
Analoog: g 2 (33')
1 -
T, = (e 2y oEyE o3 2N - «
Dus wvoor g — 0:
onN™? 5 L K g . oPm U 4 (34)
© hk - I k x * Pn,e T o'n,k | -
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waarin H_ bepaald is door (31), terwijl wegens (32),(33) voor & — O:

2 2 2 I -2
|Un, x| % “”gf v Vo8 2t %.ey.eE"nN
?

(35)
kN
Stellen wij: 3
k 3
PYe(n) = = L, + 2k* H_,
i k k
dan volgt uit (25) _ 2mimn
p(n) = (MZ“ wp i © ko 'tpk(n) +p Z Uy g * Z Vi ok (36)
ogh<k 3N (h k=t ’ ()=t <L
ogh<k &N odh<k 3N
Wegens (35) is:
AR PRI S
o;:ﬁ;'" ! Ni o<k@N N
5 5 5
2 -2 - 2 -2
ok s 24 e.i g2l N H Z k < 24 e3 627rnN *q"%‘
oanckaN o< kN
zodat tenslotte wegens (36)
N
p(n) = 7 A (n)v,(n) + R(n,N). (37)
k=t k k
met \ -0 > _2 - b
|IR(n,N)| < n7= {B162nnN + 2 + 2% 3 2N }<:N"% &N {B1+2+24e§3
-2 4
= B, el N % met 32 < 10,3 (37")
_ 2rmihn
_ Tk i
A (n) = ;Z; Wy © (37")
(hyk)=mt

Hieruit volgt, dat bij vaste n voor N — oo

R(n,N) e d OO
De_reeks uitgedrukt over alle k convergeert
o0
p(n) = 7 4. (n) y,(n)
k=1
2Ly (38).
net Vi (n) = kd.{—f- EHk} .

§ 16. Bepaling van de lus—integraal L

De lus-integraal:

w
@ 2 2n(n- 1—)w
i
L, = l.]/ EENEL S 24 aw (28)
£ i
-00
kan vrij eenvoudig door Bessel-functies worden uiltgedrukt. Wij geven

pif

ecnter de voorkeur aan een directe berekening door reeksontwikkeling var
de factor

e, s o

12k%w
e
Dit levert:



9=

( ) s 1
©H o n— W ( 2 )
1 _ 1 5 o4 12k w
lo, =3/ w 7 Al
= ()T anne s
-1 £ / e 2477 L aw
=0 - 00
m 1 .
L )
o ( 5 3
- zwz e { en(n- 24)} 5 =z .

Toepassing van de formule van Hankels
©%
1 Z _=S A

-

1
gepfts 3 i {rrz(n- ‘zﬂ}l
1 1 1372 2
~ T, = =~ (e -—-"—) bk '
e Y (o= 2z (s TITT(1-%) (39

Stellen wi]

_z\[2 i . ¢
=y \/3 n-5r = g "
/
2 1
met C = 3 3 An =\/0- 5%
dan gaat (39) over ing
1 1 -3 = (12,)1
- L = e __4;
Pk \er M ,Z T (1-%)
S T JR S S Yz( 1. ;¥E + igi + )
— Vé;n uZW—T— "2'T 4‘ s a0
- o {"1 + ¥ S5 (X{ + Xi P B )}
ZN’V§ day ‘2! 41 vT
n 2 a nY-1 Y n Y
n cos - n cos
- -1+ 1 & ( } 72 & )
2rr\/§{ ay X or\(2 ¢ X
Wegens
_Q_(cosh Y) _ 4. (cosh Y) a _ _C d ,cosh Y)
dn Y - dy Y dn 2k:7\n ayy Y
‘gaat (41) over ins o D _
1l - MoOED A a (cosh Y) - C 4_ (cosh ¥
i 7k FV?.O k2 dn Y Kk 5 dn Y
of tenslotte cosh Ca
.lL -—-—--—1 -d-'—-'-(-'-—-' k) {di-c
i "k ﬂv§ dn Ay w7
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§ 17. Bepaling van de integraal H. _(31). Pindresultaat,

-
£

Volgens (31) is Hy = / §2 o 12K°T dt,
(o]
Volgens een bekend resultaat is:
. 2
2 a 2.2 a
R et =~ *® ~ctu - =5
/e t 'b-zdt:=2/e u du = [g_‘e-Qac
o) . Q
dus
2
00 2 a
-ct- T 1 ~2ac
t = _ Vrr d_ re _
o/e v At = -y o (Fe )
: : _ . \/J_T_
Hieruit volgt voor c= \/277 }”n’ a= i 15
C}‘n N
g - d(ek‘>__1_w=__‘l _d___(e km>
K 2\2 n dny Verr & Ver or\2 B *n
(43)
Tenslotte volgt uit (38),(42) en (43) o Cay
A - s
n k
1 L 3 cosh —~—~ - ¢
\Pk(n)=kx{-—:l§~+2Hk}=k %ﬁ-{ k}\ }
* m\[2 n
CA
a o n
_k* 4 {f_@ik‘l} (44)
77\/—5 dn Ay
Uit (38) volgt dus het eindresultaats o
A
0 . 1
n(2)
1 3 g (sink\—g¢ }
Dol T oamoad &P (45)
p( n\/E k=1 k( dn{ "
met
2 - 1
C=m 33 }\n" N~ 57 ¢
2rmihn
Tk
Ak = hzak wh,k e s
(,h,k):‘l ko1
“n, k= XP (”1 % ( ‘l}k& "[%ﬂ" 75)
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§ 18, Lineaire transformatie van de moduleire functie. Inleiding.

#

Wij komen terug op de in § 12 zonder bewijs vermelde transformatie-

foruule voor de modulaire functie f(x) = j?'(1—xn)"1 , Nle:
21, . 21 v 1
“x(ih-z) 3 o (in'- )
(e ) = w z* ex (= -2) f(e ) (13).
h,k P2k 'z (Retr»0)

Het gaat hier in de eerste plaats om de afleiding van de uitkomst voor
de 24x® machtswortel uit de eenheid:
.1
= n h.@_{_h_r@]_
wh,kqexp{ni A r Ok ” f})}.

m=4

Wij herinneren eraan, dat h,k en h' gehele positieve getallen zijn,
met (h,k)=1, terwijl h' een oplossing is van de congruentie:

hh' = =1 (mod k).
Beschouw

£(x) = 7 (1=x)7"
met gz(hi-z) n=t
x=¢ & .
Wegens Re(z) > 0 is x| < 1.
Stel

zZ = Peiﬁ , dus 181 < g .

|
1

—i 1
L. %-e ) aus R(z) > 0.

Z
= -1 _ 5 ny-1 e e fi 1 jﬁ mn
log ZZ (1-—}( ) = ; log( 1-x ) = ; '§1 m et -n:],- e x -

) m o0 1 _ hacd 1

i
™

B

il

N
)
B

i

;l m(x"‘m___.‘) - me1 { T( Z"'ih)
mie -1}

< 3 1 1
= Z é;; mR+1 -



~P P

k oo :
= 77 = ] (46)
3 o mk+l z  ihl * 467.
’ e2"(zm+}{ Tk )_1

In verband met de laatste som voeren wij in de integraal:

d
Il = SN * Y. - (47).

iz  ihl
. en{ zu+ss - =
(ku+1)(e2nlu—1)(e k -1)

genomen langs een geschikte nader te bepalen contour C.
Stel in (47):

ku+l=v , dus u = Xﬁl ’
1 d v
I, = “.// . - (47")
PR ) By
¢ v(e -1)(e - 1)

De polen van de integrand zijn van drie&rlei soort
1) de waarden van v, die voldoen aan

(o)
e =1 — v=1+mk. m
=0,+1,+2,4354.- (48)
2) de waarden van v, die voldoen aan m'

%g(zv~ihl) 5
e = 1 —_— Y= ‘E(hl+m'k)

Deze beide soorten polen zijn enkelvoudig (voor 1 # k).
3) de oorsprong v=0. Deze is ook enkelvoudig voor 1 # k.

Voor 1=k is de pool in de oorsprong drievoudig , n.l. voor m=-1, m'=-k.
Stels
i_n
arg - = 3 - A=, dus O<x<i7r. (49).

§ 19. Over de ligging der polen.

De polen van de le soort v=l+mk liggen op de reé&le as, me% cen ondexr-—
linge afstand 1. Laten wi] 1 de verzameling 1,2,...,k doorlopen, dan
doorloopt de verzameling v=l+mk voor m=0,+1,+2,... alle rooster-
punten van de reéle as, en ieder precies éénmasal.

Evenzo liggen de polen van de 2e soort op een rechte door 0, met

arg = o« , op onderlinge afstand % .

Stelling: Voor iedere gehele waarde van 1 (1=1,2,...,9) kan een ver-—
zameling cirkels om O worden gekozen met willekeurig grote straal,
zodat geen enkele van deze cirkels door de polen van de le en 2e soort
gaat. .

Bewijs: a) Izl 2 1 dus % £ 1

Ieder geheel positief ronsterpunt n is in ruime zin gelegen in een
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interval tussen twee opeenvolgende veelvouden van 1 (n_willekeurig

P
groot) .
] 1]
% =ns EL;£~ (n en n' positief geheel)

¥ (. 1k
Voor Eng' 2 naz E?;& kieze men voor de straal R = nffé

[ t 3
Voor £7§ﬁ' 2 nz % kieze men voor de straal R = £%§ﬁ .
In beide gevallen is de kleinste afstand van de polen van de 1le en
2e soort tot de cirkel met straal R = ok

P
B) ozl o= 1 4+ =z 1.

= Yy P
n' . . . . . .
Ieder punt 5 1s in ruime zin gelegen in een interval tussen twee

opeenvolgende roosterpunten.
1

n . .
ns 5= n+1 (n' willekeurig groot
positief)
n' .
Voor n+tlz 5=z n+% kieze men R = n+7.
1 n ! . 3
Voor n+s = S zn kieze men R = n+g.

In beide gevallen is de kleinste afstand van de polen tot de cirkel
met straal R = Z.

In alle omstandigheden is de minimum afstand dus
in (% . -
min (% , Rl

§ 20. 3Bepaling van I, met behulp van residuen.

Uit (47) volgt:

uitgestrekt over alle polen binnen C. Voor C kiezen wij nu een cirkel
met straal R van de in § 19 besproken serie.
a) polen van de le soort

1

regidu in v=l+mk 3 2W( ) ZL:%mk > v—-1-mk
“-(zl+zmk-ihl Madial Tl 4
(1+mk) (e & - 1) e—E~(v 1 mk)~1
1
K (51)
el EX(z-in) (mk+1)
(1+mk) {e —1}
Deze uitkomst geldt voor: 1=1,2,3,:c.,k=1 5 m=0,+1,+2,%3
en bovendien voor l=k ; m £ =1.
Bij gegeven 1 is: |1+mk | < R
dus
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Uit (50) en (51) volgt voor het 1e gedeelte van 2 I,, behorende bij
de polen van de le soort:

k
Z(1}, = ; T e 2%
(l+mk)(e-i~(z—ih)(l+mk)~1)

(waarin Z' betekent: met uitzondering van 1=k, m=-1)

n=[R}
. T ! (n £ 0).
na[1-R] E%B(z-ih)
n(e - 1)

De laatste som wordt nog verder herleid als volgt:
R} [1-r) r) [R.1]

(1), = 2 + % = 7 e 7 A -
171 LER n=.4 nai n( enw_1 ) = n( e"'nw_-l )
IRl wlR] (R]
=2 7 1 - = + 7 & (52).
n=t n(enW“_‘) [R](EW[R]_,‘) 1 n
waarin w = g%(z-ih) (Re(w) > 0).

b) polen van 2e¢ soort: v = %(hl+m'k).

v~ %(hl+m'k)

Residu ist Z * i e 2
C Tnin)- T 4ot ET(yaoin])
i(nl+m'k) (e - 1) © -
Xk 1
= ] - - -E-E(hl+m'k)- .2.{7..3;1-‘- (53)
(hl+m'k) (e 2k £

Wij voeren nu een geheel getal h' in, bepaald door

hh' = -1 (mod h).
- %—E(hl*‘m'k)'— 2_7}:;.}.;]- - %(hl+m'k)*ﬂ%ﬁ
e = ¢
2 2nih!
hlm'k) (- SF +55)
i} e( = o+ % _ (hlem'k)w! (wt= ~ %?(% - ih')).

Het residu voor Vv = %(hl+m‘k) is dan

k. L | (54)
2ni (hl+m,k)e(hl+m'k)wc~1

Uit (50) en (54) volgt voor het 2e gedeelte van Z I, behorende bij

de polen van de 2e soort:
[Re] _om
Z(1), = 7' — (met Re(w')=R(=SF) < 0.)

—
[1_Rp] n{e™ -1)
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{rel [1-rp] (rpl (Rp]

1
_— 1. _
n(e ™ _1) mt B [Rp]{ e"ﬁTﬁP]~1}

(55)
Duss Rl [Rp]
TI), + (I} =2 2~ -2 2

-1) n=t n(e'nw‘~1)
[R]

+ 2 s — 1 ]
it P (Rl { o RT3} " [ | Ty (56)

In de laatste uitkomst is aangenomen
p = lzls1

Voor 1zl =1 zijn de wijoigingen eenvoudig aan te brengene.

§ 21. De residuen in de oorsprong v=0.

Deze residuen zijn van twee&rlel soort.

1e. v=0, 1 # k. Dan is de oorsprong een pool van de 1le orde met

residu

1 .
il 2’;,“1& (zie (50))

(e £ _)(e X 1)

zodat dit gedeeclte in Z. res. levert:
k-1

1
Z; _ 2mil _ 2mihl (57)
e B oL Bo-)

Met de zuiver arithmetische bepaling van deze som (één van de groot-

ste moeilijkheden) zullen wij ons in §23 bezighouden.

2e. Tenslotte v=0, 1=k. In dat geval 1s de oorsprong een pool van

de 3e orde. Het residu voor v=0, 1=k wordt gevonden als coéfficient
van % in de ontwikkeling

N
Ji—
o]
<
[\
3
[N
<
1
<f
P aan
o
3
}.J-
<
1
O
p—a
<t
(&%)
p—g
eyt

ﬂZV
{2nzv - &+ + O(VB)}
' 1 1 1
Dus het residu = T%T + % + T%E = ng(z - EQ + 7 (58)

Tenslotte volgt uit (50), (56), (57) en (58)
[Rpl
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§ 22. De som van alle residuen voor Rt —=ocs

De {verbeterde) uitkonst (59) gaf als 2m i Xde son van de residuen
van Il (4—7) .‘:L :

[Rp]
(R] [R
1 1 1
27 -2 7 R
n=1 n(e™"-1) n=1 n(e"nw‘-1) (Rpl +1 n
. k=1 ,
2 1 L, 2nmif ., 1 l} 591
SRR S 2 il Sl T X {121(2 2 1 591
(1—e )(1-8 k )
me 2 1
w = 8(a-ih) § -t = (g - 1wt
[R] +1 [R]
LR]
Bekend iss / 9—% < 7 %< / Qg— of
[Rpl+t
[Rpl+1 [(Rpl
(R}
log [Reil < % < log TI%—R;’% .
[Rp+1]1  [Rel +1

Stel [R] = R =~ 6

1} O<61‘2<1
(RP1=RP—62 !

‘ —-’ﬁﬁ [R]
log 1 + log-lt———g < 2 o < log 1. log —
* 7 1=05 [Rpl +1 P

1 2
1+ RP F?
Dus voor R —oca is 1im a Pl log -§ en
[Rpl +1

(59!') gaat over in
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lim [ = Bl D)+ ZL 4 2ZE %f 1 ;
Rvos k Z 2k kK {o 2 ril 2 dhl
c - i o
f1me  * Mi-e )
x> 1 o0
1 1
e 52’1 n(e™ 1) - e nZ=1 n(e ™ _ ) floep of wegens (46)
k-1
; T, - My e 1
%{}fo = gxlz - Phrir kg D il —2 % ih1
o (1. % Y(1=e ¥ )
2#(. 27T - 1
==(ih-z) Z(iht=- =)
+ 2 log £(e © )= 2 log f(e k 2°Y 4 log % : (60)
§ 23. Bepaling van de enig overgebleven som in (60),
k=1
Wij moeten nu in (60) alleen nog de som %;% 5T ! AR T S

(1me 5 Y(1me * )
bepalen, wat op arithmetische wijze mogelijk zal blijken.
Daartoe maken wij gebruik wvan de
Hulpstelling: Voor (h,k) = 1 iss

~27ri hlm
k"‘.‘ b k *k
_m e = T rinl (61)
=1 R
1-e
k-1 . ikx
Bewijs: g(x) = 2{% et™ = 1—eix , dus
m= 1-—~e
ikx ix ikx k-1 .
. . (1-e ) . imx
g'(x) = =ik S 4 i £ : = i Zz: m e (62)
{met® (1~elx)2 m=1
C 27 hl . .
Stellen wij in (62): x = - S55% , dan volgt hierudt (61),
Uit (61) volgt, dat we voor de gevraagde som kunnen schrijven:
] E;J ] K1 —27;1hlm
S=-yxZ. —Dpmzm L. " =
1=1 —5 m=1
1=e
- -2 n . — L
m= = K




k-1 =Ar i
= k-1 K k
- 1 1 e
81 - ;__:1 -2mril ~ %—;1 -0 7 a(k=1) =~ i -2 T il !
1-e x t—-e k fee k
of -2 il
k- 1—e k
1=1 T
1-e
- k=1
. S¢ =77 (64)
-2 7r ihlm
< %—-:1 e E o1 hmet TEEER pmeq e ZATAAn
= " = e = e -1
EP At rrual DA s }
1-e
= Z—:Q % e - hm. -2 min (65)
n= = 1~e
voor kK X n
Hierin is: J_ e © = 1-e
1=0 =
k voor k ﬁ n
MeBaWe
-2 7 iln
hm-1 k-1
k { Thm :
6 - k§ hmy o, 1} (66)
o o %
Uit (65) en (66) volgts
- hm] _ hm
Sz—k“k] k}a-k. (67)
Uit (63), (64) en (67) volgt:
k-1 k-1 - Kee 1
Lo 1 m(k-1) . 1 hpml _ hmy 1 =
S=-gZl T2 Z;mk“k} k}*ﬁg-;mk
k-1 k=1
m { [ hm hm 1 1
=X === - = + §F + -5 m
=1 k{t k] k } 2k £
=t 4ok k) Tk *} 4
Dit is de belangrijkste uitkomst van Dedekind-Rademacher (l.c).
Uit (68) en (60) volgt:
k=1
1 i 1 m ([hn
lim = —s{(z— =)+ +log-—+2niz—% e
un of= P ; 2 B - %8
¢ 2 2 !
T ¢ & oy
==—(ih~ (ih'-3)
+ mak=1) + 2 log f(e k )=2 log f(eT ) (69).
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§ 24. Directe berekening van de contourintegraal voor R — oo-.

Op de omtrek van de cirkel C' met straal R (uit de in § 20 bepaalde
serie) stellen wij v = Re 1¢ (0= ¢=2m ), waardoor (47') overgaat in

r

I=-i—/ o
1 ko { 2;K—R sing +i R cose 511) }{ ~£'(9R cos(g+p)+ipR sin(@+g)- iﬁg }
e ~1rie
(70)
De contouren zijn zo gekozen, dat op de omtrekken de integrand steeds
begrensd is (uniform in R)e
Uit (70) volgt, dat de integrand

~0 als sing < 0 of (en) cos (¢ + p) > O } (71)
1

- 1 als sing >0 en cos (@ +p) < 0.
Wij behoeven dus alleen het gebiled te onderzoeken waar __gpll;kertlgd
sing > O en cos (¢+8) = sin (x~¢) < 0 is, of ook, waar
tegeliik sin¢ en sin (¢ - «) > O zijn (0 <o <7)

Dit is alleen het geval voor <@ < 77

i
Dus %iﬁ;ll = k _/ dg = (7= x) (72)
= HE +p) (72")
en 1 N
lim 7 T = iz +p). (13)
R 1=1
§ 25. Eindresultaats
Uit (73) en (69) volgt ,
25T ¢ - o
-(ih-z) £l (in'~ ) 1
log f(e K )= log (e k 274 —5*(1 —-7) = —_E % log = 5
K1 . R
k=1 o (hm _ (m) _ 3} omi, mi  zi, 18 = oo™
+”1{ﬁ;—1k%k"{k1 ;33—— 4T4k+4+2,duswegensz pe
. 2m 4 1
2 ih-z) X (in'=- =)
log ffe k Y=log f(e k 2 )+ 121{(-— - z) + % log z + “
k-1 :
i mbm_ [hel g (74)
+ i = - -
IRLS- LB D o
gﬂ;(ih«z) k-1 (1h'u -)
£(e )=oxp | h - =)0 i I B - (k) %}} Br(e £ u
m=

Re(z)»0,

waarmede de fundamentele relatie voor de lineaire transformatie vol-
ledig is bewezen.



